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It is well known that certain polynomials have an Abelian group as Galois group
over rational function fields k(t) with characteristic not dividing the order of this
group. Moreover, it is possible to realize all Abelian groups over k(t) in the fields k((t)).
In this paper, we construct and calculate such polynomials.  1999 Academic Press
1. INTRODUCTION
Notre but est de construire des polyno^mes a coefficients dans un anneau
k[t] re alisant re gulie rement sur k les groupes abe liens finis. Nous
entendons par la que les corps de de composition de ces polyno^mes sont des
extensions abe liennes de k(t) re gulie res sur k.
Le fait que tout groupe abe lien fini soit groupe de Galois d’une extension
re gulie re de Q(t) n’est bien su^r pas nouveau: J. P. Serre, dans [8,
pp. 689703], fait re fe rence a D. J. Saltman [6]. Il en donne plus tard
une autre de monstration dans [9, pp. 3637]. Dans [10], G. W. Smith
explicite la construction de polyno^mes re guliers (a plusieurs parame tres) de
groupe de Galois ZnZ avec n impair; sa construction est base e sur la
cyclicite du groupe U(Zp:Z) pour p{2. Elle est reprise et ge ne ralise e par
R. Dentzer dans [1] pour un groupe cyclique quelconque avec des
polyno^mes a 1 parame tre. Cette ame lioration, de nature pluto^t calculatoire,
est e galement mentionne e dans 15], addendum du chapitre III. Enfin, a
la suite des travaux de M. Fried, D. Harbater, Q. Liu et B. H. Matzat,
H. Volklein explicite dans [11, pp. 236237] une construction particulie re-
ment simple d’une extension cyclique de k(t) contenue dans le corps des
se ries formelles k((t)) (donc re gulie re sur k).
On ge ne ralise ici la construction fournie dans [11] au cas des groupes
abe liens finis non cycliques en lui assurant un fondement a l’aide de la
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the orie de Kummer. Cette me thode a plusieurs avantages: tout d’abord la
simplicite , une certaine efficacite en machine, et enfin le contro^le des exten-
sions construites: par exemple, pour un n fixe , chaque extension E est
re alise e par le simple choix du polyno^me minimal + d’un ge ne rateur de
k(Un)k(Un de signe l’ensemble des racines n-ie mes de l’unite ). Si k=Q et
n>2 alors la seule valuation de Q(t) (triviale sur Q) ramifie e dans E est
celle correspondant au polyno^me re ciproque de +(&t). Cette valuation est
d’ailleurs totalement ramifie e dans E. De plus, E est construite dans Q((t)),
si bien que le premier t y est totalement de compose (existence d’une fibre
totalement rationnelle). D’une part ce contro^le permet la re utilisation de
ces extensions, et d’autre part il est indispensable pour la re alisation
re gulie re de tout groupe fini sur Qp (t): voir [4] ou Liu utilise un re sultat
de Saltman [6] (me^me re fe rence mentionne e par Serre), et [2] ou
Deschamps expose une nouvelle me thode pour re aliser les groupes cycli-
ques. Dans ces deux exemples, les auteurs connaissent entre autres la
ramification des extensions conside re es.
2. CADRE DE TRAIVAIL
Dans cette section, notre objectif est de re aliser dans k((t)) tout groupe
cyclique (ou abe lien fini) sur un corps de fractions rationnelles k(t) dont la
caracte ristique ne divise pas le cardinal du groupe cyclique. Afin de con-
struire une extension cyclique (ou abe lienne) de k(t) de degre n, nous
ajouterons au corps de base k les racines n-ie mes de l’unite : l=k(Un). Cela
nous permettra d’utiliser la the orie de Kummer. Puis nous ‘‘re tracterons’’
les extensions cycliques (ou abe liennes) en prenant leurs points invariants
sous l’action du groupe 1=Galk l.
Soit t une inde termine e sur l et E une extension abe lienne de L=l(t)
contenue dans le corps des se ries formelles l((t)). Les fle ches  de signent
des extensions galoisiennes dont les groupes de Galois sont pre cise s par
de finition,
A=GalE E et 1=Galk l
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Les automorphismes de l’extension galoisienne lk se prolongent canoni-
quement en des k((t))-automorphismes du corps des se ries formelles l((t)).
Si le corps E est stable sous l’action du groupe 1 alors 1 s’injecte dans les
K-auto-morphismes de E. Par conse quent la suite exacte
1  A=GalLE  AutKE  1=GalKL  1
est scinde e, et donc l’extension E est galoisienne sur K de groupe de Galois
A < 1.
3. RE ALISATION RE GULIE RE DES GROUPES CYCLIQUES
Il est clair que 1 s’injecte dans Aut(Un). De finissons les deux applica-
tions suivantes:
i : 1/Aut(Un)  U(ZnZ) ( ) : ZnZ  [0, n[
(w  w j) [ j j mod n [ j.
The ore me 3.1. Soit k un corps de caracte ristique e trange re a n2, lk
l’extension abe lienne engendre e par les racines n-ie mes de l’unite dont le
groupe de Galois est note 1, x un e le ment primitif de lk, et enfin e l’e le ment




Alors le polyno^me minimal de r=# # 1 #(e) sur k(t) est un polyno^me
re gulier sur k de groupe de Galois ZnZ, ayant un corps de de composition
inclus dans le corps des se ries formelles k((t)). La fibre au-dessus de t dans
k(t, r) est non ramifie e et totalement rationnelle. De plus, le polyno^me mini-
mal de r est un polyno^me d’Eisenstein pour le premier p=># # 1 (1+#(x) t)
de k[t].
De monstration. Soit x un e le ment primitif de l=k(Un) sur k. Con-
side rons l’e le ment
d= ‘
# # 1
#( y)(i(#&1)) avec y=1+xt # l[t].
Soit e=d 1n # 1+t } l[[t]] la racine n-ie me canonique de d dans l[[t]] et
E=L(e). On montre facilement que l’extension EL est cyclique d’ordre n
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+( y) i(+&1) i(#)#d i(#) mod L*n.
Gra^ce a ce calcul, nous pouvons faire le constat de trois re sultats impor-
tants:
v Le corps E est stable sous l’action canonique de 1. Ainsi, comme
nous l’avons vu ci-dessus (section 2), l’extension EK est galoisienne de
groupe isomorphe a Znz < 1.
v Si # # 1 et g # GalL E, alors:
# b g(e)=#(w(g) e)=w(g)i(#)e(i(#))q#





Ainsi l’action de 1 sur GalL E est triviale et GalK E&ZnZ_1. Par suite,
l’extension E1 est galoisienne sur K=k(t) de groupe de Galois ZnZ.
v Comme i est un morphisme injectif, les classes dans L*L*n des
1-conjugue s de d sont distinctes. En utilisant la the orie de Kummer, nous
savons que les e le ments (#(e))# # 1 forment une famille libre sur L. Intro-




Alors r est un e le ment primitif de EL (et par conse quent de E 1K ). En
effet, si g # GalL E, alors l’e galite r= g(r) implique 1=w(g) i(#) pour tout
# # 1. En particulier, pour #=Id, nous obtenons w(g)=1, ce qui donne
FixGalLE (r)=[Id].
La fibre au-dessus de t dans K(r) est non ramifie e et totalement
rationelle car K(r) est une extension galoisienne de k(t) incluse dans k((t)),
le comple te de k(t) pour la valuation en t.
Montrons enfin que le polyno^me minimal de r sur k(t) est un polyno^me
dEisenstein pour p. Tout d’abord, p est bien irre ductible dans k[t] car
l’ide al qu’il engendre est la trace sur k[t] de l’ide al premier engendre par
le polyno^me 1+xt dans l[t].
En second lieu, l’ide al (1+xt) de l[t] est totalement ramifie e dans
l’extension E, car celle-ci est engendre e par la racine e d’un polyno^me
Xn&d d’Eisenstein pour 1+xt (voir [7, pp. 2831]). Soit P l’ide al de E
au-dessus de 1+xt et vP la valuation qui lui est associe e. Pour montrer
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que le polyno^me minimal de r sur K est un polyno^me d’Eisenstein pour p,
il suffit alors de montrer que P divise tous les coefficients du polyno^me
minimal et que la valuation en P du terme constant est exactement n.
On ve rifie alors aise ment que pour # # 1, on a vP (#(e))=(i(#)) , puis
vP (r)=vP (# # 1 #(e))=1 car les #(e) ont des valuations distinctes. Enfin,
pour tout g # GalL E, on a vP (g(r))=1 car g } P=P, et par conse quent
vP (>g # GalLE g(r))=n. K
De finition 3.2. Par abus de langage, des extensions sont line airement
disjointes dans leur ensemble si chacune d’entre elles est line airement
disjointe du compositum des autres.
Corollaire 3.3. Soit un nombre fini d’extensions cycliques (Fj) j # J de
k(t) construites a partir du the ore me 3.1 et (nj) j # J leurs degre s respectifs.
Chacune d’entre elles est lie e a un polyno^me pj irre ductible dans k[t]. Si les
polyno^mes ( pj) j # J sont distincts alors les extensions (Fj) j # J sont line airement
disjointes ‘‘dans leur ensemble’’ sur k(t).
De monstration. Soit n le p.p.c.m. des nj , l=k(Un), et L=l(t). Pour tout
j # J, reprenons la de monstration du the ore me 3.1: conside rons un e le ment
primitif xj de l’extension galoisienne lj=k(Unj)/l (dont le groupe de




&1))j avec yi=1+x jt
ou l’application i est de finie par #(w)=wi(#) pour tout w # Un , et (*) ) j est
un remonte dans [0, nj[ de * mod nj . Introduisons ensuite sa racine
nj -ie me canonique dans lj[[t]]:
ej=(dj)1nj =(d nnjj )
1n.
Alors l’extension Lj (ej) de Lj=lj (t) est une extension cyclique de groupe
Znj Z.
Regardons a pre sent les xj comme des e le ments de l=k(Un) et sup-
posons qu’ils ne soient pas conjugue s sur k. Conside rons les polyno^mes
de l[t]
d $j=(dj)nnj = ‘
# # 1
#( yj) (nnj )(i(#
&1))j avec y j=1+xj t.
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Ces polyno^mes d $j sont deux a deux e trangers, si bien que le groupe qu’ils
engendrent dans le quotient L*L*n est e gal au produit direct des groupes
que chacun d’entre eux engendre dans L*L*n. Enfin, l’ordre du groupe
engendre par d $j modulo L*n est exactement nj . Finalement, nous obtenons:
( (d $j) j # J , L*n)L*n= ‘
j # J
(d $j , L*n)L*n&
j # J
Zn jZ
et les extensions Ej=L(ej) sont line airement disjointes sur L dans leur
ensemble.
Dans le the ore me 3.1, quel que soit j # J, nous avons montre que l’e le -
ment rj=y # 1 } xj y de k((t)) est un e le ment primitif d’une K-extension
cyclique Fj de groupe ZnjZ. De plus, cet e le ment rj a la proprie te d’engen-
drer sur Lj=k(Unj , t) le me^me corps que ej . A fortiori, nous avons l’e galite
Ej=L(ej)=L(r j). E tant donne que les extensions Ej L sont line airement
disjointes dans leur ensemble, il en est e videmment de me^me pour les exten-
sions Kj=k(t, rj)k(t). K
Corollaire 3.4. En conservant les notations du the ore me 3.1, mais en
posant k=Q, la seule valuation (triviale sur Q) de Q(t) ramifie e dans
l’extension cyclique F=Q(t, r) est la valuation lie e au polyno^me irre ductible
p # Q[t]. Celle-ci est d’ailleurs totalement ramifie e dans F. Exception: pour
n=2, la valuation a l’infini de Q(t) est e galement ramifie e (totalement)
dans F.
De monstration. En premier lieu, le polyno^me minimal de r sur Q(t)
e tant un polyno^me d’Eisenstein pour le premier p # Q[t], ce dernier est
totalement ramifie dans F (voir [7], pages 2831). La valuation en p de
Q(t) est donc totalement ramifie e dans F.
Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autre valuation ramifie e (sauf
pour n=2). Comme F=Q(t, r) est une extension de Q(t) re gulie re sur Q,
la structure de ramification de FQ(t) est lie e a celle de Q (F )Q (t) ou Q est
une clo^ture alge brique de Q. Or l’extension Q (F )Q (t) est engendre e par r
mais aussi par e (notations du the ore me 3.1). Le polyno^me minimal de e
sur Q (t) est Xn&d. Il est facile de voir que les premiers de Q [t] qui ne
sont pas des facteurs irre ductibles de p ne sont pas ramifie s car ils ne divi-
sent pas le discriminant de Xn&d qui est (&1)n(n&1)2nnd n. Les valuations
de FQ(t) lie es aux premiers de Q[t] e trangers a p ne sont donc pas
ramifie es dans F.
Il reste finalement a prouver que la valuation lie e a t&1 n’est pas ramifie e
sauf pour n=2. Si n>2, alors nous nous plac ons sur Q . Effectuons le
changement de variable t=u&1. Comme 1=GalQ Q(Un)&U(ZnZ), on
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a # # 1 i(#&1))=0 # ZnZ. Nous poserons *=1n # # 1 (i(#&1). Le




Comme u ne divise pas son discriminant, le premier u n’est pas ramifie dans
Q (F ). La valuation a l’infini de k(t) n’est donc pas ramifie e dans F.
Dans le cas pathologique ou n=2, l’extension FQ(t) est donne e par le
polyno^me du second degre X2+t&1 dont r est une racine. Par suite, le
polyno^me minimal de rt est X2+u(1&u). Ce polyno^me ve rifie le crite re
d’Eisenstein avec le premier u # Q[u]. Ce premier est donc totalement
ramifie dans F. K
Re sultats nume riques en caracte ristique non nulle
Nous avons mene les calculs sur le corps Q pour ne pas avoir de
difficulte lie e a la caracte ristique, en choisissant une racine primitive n-ie me
de l’unite comme e le ment primitif x de l’extension cyclotomique Q(Un)Q.
Nous obtenons ainsi des polyno^mes d’Eisenstein pour le premier 8n(&t) #
Q[t]. Les polyno^mes obtenus sont tre s proches de ceux de R. Dentzer dans
[1], ou de Y. Eichenlaub dans [3] pour les polyno^mes f9 et f11 . En
revanche, le temps d’obtention de ces polyno^mes est nettement moindre
que celui donne par R. Dentzer. En effet, il lui faut moins d’un jour pour
obtenir l’un des fi pour i16 ou i # [18, 20]. Pour i=17, il escompte un
temps de calcul d’un an! Avec la me thode que nous employons, il faut a
peine une nuit pour obtenir tous les fi ou i18 et i=20... . L’utilisation des
se ries formelles est apparemment plus efficace pour les petits degre s (voir
l’annexe A).
Re sultats nume riques en caracte ristique non nulle
Proprie te 3.5. Pour tout corps k de caracte ristique q e trange re a n et
toute inde termine e t, les polyno^mes fn de l’annexe A sont re guliers sur k et
de groupe de Galois Un sur k(t).
De monstration. Il suffit de le prouver pour les corps premiers: les de fini-
tions d’une extension re gulie re et d’un polyno^me re gulier permettent de s’en
convaincre en utilisant le fait que le groupe de Galois de f sur k$k k(t)
s’injecte dans celui de f sur k(t).
Pour k=Q c’est clair, et de montrons-le pour k=Fq ou q est un nombre
premier ne divisant pas n. Notons avec une barre  les e le ments Z[t, X]
que nous re duiront modulo q dans Fq[t, X].
Le polyno^me fn # Z[t][X] est un polyno^me d’Eisenstein pour 8n (&t).
Comme q ne divise pas n, le polyno^me cyclotomique 8n(&t) est se parable
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dans Fq[t] et fn # Fq[t, X] reste un polyno^me d’Eisenstein (irre ductible)
pour n’importe quel facteur premier de 8n(&t) dans Fq[t]. De plus, fn est
se parable dans Fq[t][X]: en effet, un polyno^me irre ductible est se parable
si et seulement si sa de rive e n’est pas nulle.
Montrons a pre sent que le groupe de Galois de fn sur Fq(t) est cyclique.
Comme fn est se parable, son groupe de Galois sur Fp(t) s’injecte dans celui
de fn sur Q(t). Or fn est un polyno^me cyclique, donc fn l’est e galement.
Enfin, fn est re gulier sur Fp en vertu de la proprie te classique suivante:
un polyno^me f de degre n, a coefficients dans k[t] d’Eisenstein pour un
premier p # k[t] se parable, ayant un groupe de Galois sur k(t) d’ordre n est
un polyno^me re gulier sur k. K
4. RE ALISATION RE GULIE RE DES GROUPES ABE LIENS FINIS
Dans cette section, notre objectif est de re aliser dans k((t)) tout groupe
abe lien fini A&j # J Zn jZ sur un corps de fractions rationnelles k(t) dont
la caracte ristique est e trange re a l’exposant du groupe A. E tant donne que
nous savons de ja re aliser tous les groupes cycliques re gulie rement dans le
corps des se ries formelles k((t)), il suffit a pre sent d’en ‘‘regrouper’’ quel-
ques uns pour obtenir une re alisation re gulie re de A sur k.
Corollaire 4.1. Soit k un corps de caracte ristique e trange re a n, lk
l’extension abe lienne engendre e par les racines n-ie mes de l’unite dont le
groupe de Galois est note 1. On se fixe des entiers nj dont le p.p.c.m. est
exactement n, des e le ments xj primitifs de k(Unj)k non conjugue s sur k, et
enfin les e le ments ej , puis rj , de finis dans le the ore me 3.1 et appartenant
respectivement aux alge bres de se ries formelles l[[t]] et k[[t]].
Alors la somme r=j rj engendre une extension galoisienne Fk(t) de
groupe de Galois A& j ZnjZ, incluse dans k((t)). Le polyno^me minimal
de r sur k(t) est par conse quent un polyno^me re gulier sur k re alisant le
groupe abe lien A.
De monstration. Posons K=k(t) et Fj=K(rj) les extensions cycliques de
groupes respectifs ZnjZ donne es par le the ore me 3.1. Les extensions Fj
sont line airement disjointes ‘‘dans leur ensemble’’ sur K (cf corollaire 3.3),
donc leur compositum F=> j Fj est une extension galoisienne de K de
groupe Galois A& j Znj Z.
Pour de montrer que r est un e le ment primitif de FK, il suffit de calculer
le fixateur de r dans A: soit a # A, l’e galite a(r)=r est e quivalente a a(ri)&
ri=j{i rj&a(rj). Or l’extension Fi=K(ri) et le compositum >j{i Fj sont
line airement disjoints sur K. Donc a(ri)&ri=*i # K. Or la trace sur K de
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a(ri)&ri est nulle, donc *i=0 (n i est e tranger a la caracte ristique de k).
Conclusion l’automorphisme a est l’identite et r est un e le ment primitif
de FK. K































f9=X9&27pX 7+54(t&1)(t+1) pX 6+243t2(t4&t2&t+2) pX5






















ANNEXE B: RE SULTATS NUME RIQUES SUR Q DU CAS ABELIEN
Nous avons mene les calculs sur Q a la fois pour des raisons de carac-
te ristique, mais aussi de liberte dans le choix des ge ne rateurs de Q(Un).
Nous avons choisi, pour les xj , des multiples de racines primitives nj -ie mes
de l’unite . Ainsi les polyno^mes calcule s dans la section A nous servirons a
volonte : fnj (t, X ) et fnj (2t, X ) correspondent respectivement aux polyno^mes
minimaux de rj (x) et r j (2x) si x est une racine primitive nj -ie me de 1.
Ces deux polyno^mes re alisent re gulie rement le me^me groupe cyclique
dans k((t)) sur k(t), mais leurs corps de de composition sont line airement
disjoints sur k(t). Le corollaire 4.1 nous donne un e le ment r=j rj engen-
drant une extension abe lienne.
(Z2Z)2: X 4&4X2+4t2
en choisissant f2(t, X ) et f2(&t, X ).
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(Z2Z)3 : X8&4(2t+3)X 6+2(16t2+20t+15)X 4+4(16t3&14t&7)X2
+(8t2&4t&3)2




en choisissant f (t, X ) et f4(t, X ).
(Z3Z)2 : X9&18(t2+1)X 7&6(3t2+2)X6+27(3t4+7t2+3)X5
+36(3t4+7t2+1)X4&3(27t6+135t4+123t2+56)X3
&216t2(3t2+2)X2+36(9t6&3t4+7t2+4)X+8(27t6+18t2&8)

















en choisissant f2(t, X ), f2(&t, X ) et f4(t, X ).
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